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1. Relaciones de Ejercicios

1.1. Sistemas de ecuaciones Lineales

Ejercicio 1.1.1. Decidir cuales de los siguientes sistemas de ecuaciones son lineales.
Para los que lo sean, escribir la matriz de coeficientes y la matriz ampliada del

sistema:

t+y++v/z2=0 [z+2:=-3y
y—z=23z sin(2)z = 35 — 2z
r+y+z2=0 \y+x:\/§z
T4+y—+22=0 (2 +y+2=28
y—2z=35 22 =235
r+ 2y + 32 =2007  (sin(x) + cos(y) = tan(z)

Los sistemas segundo y tercero son de ecuaciones lineales. Las matrices de coefi-
cientes y ampliada del segundo sistema son:

11 2 11 2] 0
A=l0 1 —1], Ap=[01 -1 35
12 3 1 2 3 |2007

Las matrices de coeficientes y ampliadas del tercer sistema son:

13 2 1 3 2 0
A=12 0 sin(2) |, (Ap)=| 2 0 sin(2)|35
11 —/3 11 =310

Ejercicio 1.1.2. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales escalonados:

r+y=-—z-—1t

+z4+1=2
Y y+z+t=3

c4y+z+t=1 {
z4+t=3

{x—y+10z:8

Solucion: Todos son compatibles e indeterminados. Las es del primero son:

r=-1, y=—-1, z=3—-X, t=X, AeR

Las es del segundo son:

r=-3, y=3—-A—pu, z=XA t=pu MNpelk
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Las es del tercero son:

r=8+\—10pu,

y=A,

z=pu, ANpeR

Ejercicio 1.1.3. Discutir y resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

20 + 2y + 10z = 18
20+ 3y + 122 =23
2y+ 52z =11
r+2y—32=6
20—y +4z =2
dr + 3y — 2z =14

(x+2y—3,z:—1
3r—y+2z=1

Oz + 3y — 4z =2
’:L‘—3y+4z—2t:5
2+ 52 +t=2

Yy —3z2=4

Solucién: El primer sistema es compatible determinado con solucién:

xr=1 y=3, z=1
El segundo sistema es incompatible. El tercer sistema es compatible indeterminado
con es:
r=2-=), =242\, z=X AeR
El ultimo sistema es compatible indeterminado con es:
157 4+ 15\ 26 — 3\ —6—A
g S AT T r A€

Ejercicio 1.1.4. Discutir y resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

—dy —z = -7
r+y+z =2
rT—=2y+z =-2
—x + 2y =3

y+z—2s+1 =2
x+2y+s =7
2 —y+z+4s+t =0

(1.1)

Solucién: El primer sistema es incompatible. El segundo es compatible indeter-

minado con es:
5—TA
r=—),

3

_842)
===

Z =

= 2+4X =3

, s=\ t=pu MER (1.2)

Ejercicio 1.1.5. Discutir y resolver, cuando sea posible, los sistemas de ecuaciones
lineales siguientes en funcion de los parametros a y b:

r+2y+2z =1
—r—y+z =2
r4+az =-1

r+t =a
r—2y+z =1
—rx+y+az—t =0

ar+y+z =1
r+ay+z =a
r+y+az =a?

r+y+z =1
3r+ay+az =95
dr+ay =5
az =b
y+z =0
r+ay+z =
r—=3y+z =1
2r — 32 =a
r+y+2z =
2r+y—2 =1
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artytz =1 ar+y+z =1
rry+z =b Ytz =2
ar+by+z =1 y -
Discutimos cada uno de los sistemas:
= Primer sistema. Si a = —3, es incompatible. Si a # —3, es compatible
determinado con solucién:
3a—3 5—a —4
T = ) Yy = ) <z = .
a+3 a+3 a+3

= Segundo sistema. Si a = 0 o a = 3, es incompatible. Si a # 0, 3, es compa-
tible determinado con solucién:

a—>5 a-+ 95 a—>5
r=— =—\ z=—-.
a—3 "7 ala —3)’ a(a — 3)
» Tercer sistema. Siempre es compatible indeterminado. Si a = —%, las es son:
A—1 1
=0 = — =\ t=—— AeR
x ) y 2 9 z 2

Sia# —%, entonces las es son:

ala — ) at+A+1
—a—) y=207A , _GTAT I s\ AeR
r=a Y= 0011 7T T2ut1

s Cuarto sistema. Si a = 0y b # 0, es incompatible. Sia =0y b = 0, es
compatible indeterminado con es:

Si a # 0, es compatible determinado con solucién:

xZ_? y:_7 z =
a a

bla—1) —b b
~
= Quinto sistema. Si a = —2, es incompatible. Si a = 1, es compatible inde-
terminado con es:

r=1—-A—pu, y=X\ z=up MNpekR

Sia # —2,1, es compatible determinado con solucién (tras varias simplifica-
ciones):
—a+1 1 (a+1)?

= = z=—
av2’ YT at2 a+2

29
197

29
197
10 —4 -3

Y YT T I

= Sexto sistema. Si a # es incompatible. Si a = es compatible determi-

nado con solucidn:
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= Séptimo sistema. Sia =1y b # 1, es incompatible. Sia =1y b =1, es
compatible indeterminado con es:

r=1—-A—pu, y=XA z=u MAupekR.

Sia=#1yb+# 1, es compatible determinado con solucién:

b—1 1—ab
, y=0, z= -

1—a’
Sia#1yb=1,es compatible indeterminado con es:

r=0, y=1—X, z=X AeR.

= Octavo sistema. Si a = 1, es incompatible. Si a # 1, es compatible indeter-
minado con es:

1 1—2a
) Yy = -

A, z=A MXER.
1—a

Ejercicio 1.1.6. Las tres cifras de un niimero suman 21. Si a ese nimero se le resta
el que resulta de invertir el orden de sus cifras se obtiene 198. Se sabe también que
la cifra de las decenas coincide con la media aritmética entre las otras dos. Calcular
dicho niimero. Se esta planteando el siguiente sistema, sean x,y, z las cifras del
ndmero, entonces:

r+y+z = 21 r+y+z = 21

100x + 10y + z — (1002 + 10y +x) = 198 » = r—z = 2
y = iz y — otz

2 2

El ntmero buscado es el 876.

Ejercicio 1.1.7. Dados tres puntos planos (x1,y1), (22, y2), (73, y3) de forma que sus
primeras coordenadas son dos a dos distintas, probar que existe una tnica parabola
y = ax?® + bxr + ¢ (incluyendo el caso limite de rectas, esto es, a = 0) cuya gréfica
contiene a dichos puntos. ;{Qué pardbola se obtiene para los puntos (2,0), (3,0) y
(—1,12)?

Solucién: Queremos probar que hay una tinica parabola de tipo y = az?+bx +c
que pasa por (z1,y1), (z2,y2) y (z3,y3). Esto se consigue resolviendo la ecuacion de
la pardbola. La ecuacién es un SEL con matriz ampliada:

1 a2 | »n
Ab=|( 1 =z 23 | v
1 zs 23| ys

Realizamos transformaciones elementales por filas hasta obtener un SEL escalo-
nado. Co-mo mi X7A = X7Y es parte de este caso particular de determinado, lo
resuelvo el SEL por el método del sustitucion hacia atras, en sus componentes de la
primera posicién que se llega a la pardbola y = 2% — 52 + 6. Es inmediato comprobar
que, efectivamente, esta parabola pasa por (2,0),(3,0) y (—1,12).

8
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Ejercicio 1.1.8. Para la construcciéon de un almacén se necesita una unidad de
hierro y ninguna de madera. Para la construccion de un piso se necesita una unidad
de cada material y para la construccion de una torre se necesitan cuatro unidades
de hierro y una de madera. Si poseemos en reserva 14 unidades de hierro y cuatro
de madera, decidir cuantos almacenes, pisos y torres se pueden construir de manera
que se utilicen todas las reservas.

Hay 4 posibilidades, a saber:

= 10 almacenes, 4 pisos y ninguna torre,

7 almacenes, 3 pisos y una torre,

4 almacenes, 2 pisos y 2 torres,
= 1 almacén, un piso y 3 torres.

Ejercicio 1.1.9. En un examen tipo test de 50 preguntas se dan 2 puntos por
cada acierto y se quita medio punto por cada fallo. Para aprobar hay que obtener
al menos 40 puntos y es obligatorio contestar a todas las preguntas. Si se quiere
aprobar, ;cuantas preguntas hay que contestar correctamente y cuantas se pueden
fallar?

2(50—2)—0,52 = 40 = 100—22x—0,5z = 40 = 100—2,5x =40 = 2,5z = 60 = = = 24
Por lo que hay que acertar 26 preguntas y se pueden fallar 24.

Ejercicio 1.1.10. En una ciudad los taxis cobran 1 euro por la bajada de bandera
y 10 céntimos por cada 200 metros recorridos. En otra ciudad, la bajada de bandera
es de 90 céntimos y por cada 200 metros que se recorran se cobran 12 céntimos.
. Existe alguna distancia para la que coincidan los precios de las carreras en ambas
ciudades?

Para que coincidan los precios de las carreras en ambas ciudades, se debe cumplir
que el precio de la bajada de bandera y el de cada 200 metros recorridos sea el mismo.
Por tanto, se debe cumplir que:

1+0,lz =y
0,94 0,12z =y

Se usa la incégnita y para que se entienda mejor, notese que realmente estamos ante
una simple ecuacién con una incognita x representando 200m, como para r = 5
tenemos una solucién, para lkm, el precio seria 1.5 euros en ambos taxis.

Ejercicio 1.1.11. Existe un SEL con 2 ecuaciones y 3 incognitas que sea compatible
determinado? ;Y si el SEL tiene 3 ecuaciones y 2 incognitas?

= No, no existe un SEL con 2 ecuaciones y 3 incégnitas que sea compatible
determinado ya que al tener mas incégnitas que ecuaciones, el sistema es in-
compatible o compatible indeterminado.

= Si, existe un SEL con 3 ecuaciones y 2 incégnitas que sea compatible deter-
minado ya que al tener mas ecuaciones que incognitas, se puede anadir una
ecuacion redundante y el sistema serd compatible determinado.
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1.2. Espacios Vectoriales

Ejercicio 1.2.1. En R? se considera la suma de elementos coordenada a coordenada
y el producto por escalares reales dado por:

3

a*(z,y,z):(a-x,ag-y,a - 2),

para todo @ € Ry (z,y,2) € R3. Determine si R® con estas operaciones satisface
las propiedades de un espacio vectorial real.

Para comprobar si R? con estas operaciones satisface las propiedades de un es-
pacio vectorial real, sean u = (x,y,x),v = (2, ¢/, 2'),w = (2", y", ") con u,v,w €
R3, a,beR

= Asociativa de +:

(ut+v)+w=(x+2y+y,2+2)+ (", y" 2"
=((z+2)+2" (y+y)+y", (2 +2) +2") =u+ (v+w)

» Conmutativa de +:
utv=(x+2y+y,2+2)=@"4z,¢/ +y, 2 +2)=v+u
s Existencia elemento neutro:

Sea 0 = (0,0,0), entoncesu +0= (z+0,y+ 0,2+ 0) = (z,y,2) =0

» Existencia de opuestos:

Sea —u = (—x,—y,—z), entonces u + (—u) = (x + (—x),y + (—y), 2 + (—2))
— (0,0,0) =0

Por tanto R? con estas operaciones es un grupo abeliano. Ahora veamos las propie-
dades acerca del producto por escalares:
» Distributividad (1):
alu+v)=alz+2y+y,2+2)
— (a(w+ '), a2y + y), (= + 1)) = (az + a2/, ay + a%y/, a*z + a*2)
= (ax, a*y,a®z) + (ax’,a*y', a*?) = au + av

» Distributividad (2):

(a+b)u = ((a+b)z,(a+ by, (a+b)z)
= (ax + bz, a’y + by + 2aby, a®z + b*23abz + 3ab’z)
# (ax + br, a*y + b%y, a2 + b°2) = au + bu

Por lo que R? con estas operaciones no satisface las propiedades de un espacio
vectorial real.

10
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Ejercicio 1.2.2. Sea X un conjunto no vacio y V un espacio vectorial sobre un
cuerpo K. Denotamos por F(X,V) al conjunto de las aplicaciones f : X — V. En
F(X,V) se define la suma y el producto por elementos de K siguientes:

(f +9)(x) = f(x) + g(z), Vr € X,Vg, f € F(X,V),
(- f)z)=a- f(x), Ve e X,Vae K,Vf e F(X,V).

Demostrar que, con estas operaciones, F'(X, V') es un espacio vectorial sobre K. Para
comprobar si es un espacio vectorial, sean f,g,h € F(X,V), z€ X, a,b,e K

= Asociativa para la +:
(f+(g+h)(x) = f(2)+(g+h)(x) = f(2)+(f(z)+g(z))+h(z) = ((f+9)+h)(x)
= Conmutativa para la +:
(f +9)(@) = f(z) +g(x) = g(z) + f(z) = (g + f)(=)
= Existencia de elemento neutro:
Sea 0 = f : X = Vdada porfo(z) = Oy
entonces
(f +0)(x) = (f + fo) (@) = f(2) + folx) = f(z) + Oury = f(2)
= Existencia de opuestos: Sea f’ : X — V dada por f'(z) = —f(z), entonces:
(f + @) = f@) + f(2) = f(2) = f(2) =0y = f'=—f

Por tanto F'(X,V') con estas operaciones es un grupo abeliano, veamos las propie-
dades del producto por escalares:

» Distributividad (1):

a(f +9)(x) = a(f + g)(x) = a(f(z) + g(z)) = a- f(x) + a-g(x) = (af + ag)(z)

Distributividad (2):
(a+0)f(z) = (a+b)f(x) = (a+b)- f(x) =a- f(x)+b- f(z) = (af +bf)(x)

Pseudoasociatividad:

(- B) - f(x) = a- (8- f(z))

Propiedad modular:

1 f(z) = f(x)
Por tanto F'(X, V') con estas operaciones es un espacio vectorial sobre K.

Ejercicio 1.2.3. Sean V; y V5 los espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K.

11
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1. Demostrar que el conjunto Vi x Vo = {(v1,v2)|v1 € V1, v € Va} es un espacio
vectorial sobre K cuando definimos la suma y el producto por elementos de K
como:

(ur, us) + (v1,v2) = (u1 + v1, Uz + v2),

a- (v1,v9) = (- vy, vg).

Sea‘n (u17u2)7 (U17U2)7(w17w2> € ‘/1 X ‘/27 Oé,ﬁ € K

Asociatividad para +:

(w1, u2) + ((v1,v2) + (w1, ws)) = (u1,ug) + (V1 + w1, v2 + wo)
= (u1 + v + wy, U + Vg + U)Q) = (u1 + V1, U + ’UQ) + (wl,w2)
= ((ur,u2) + (v1,v2)) + (w1, wy)

Conmutativa para +:

(ul,uQ) + (’Ul,UQ) = (Ul + V1, U2 + UQ) = (’01 + Uy, Vo + UQ)

= (v1,v9) + (ug, uz)

Existencia de elemento neutro:

0 = (Oy4, 0y;,) entonces (u1,u2) + 0 = (ug + Oy, u2 + Ovy) = (uq, uz)

Existencia de opuestos:

—(u1,up) = (—uy, —uy) entonces (uy, uz) + —(uq, ug)
= (u1 + —uy, up + —u2) = (Ov;, Oyy)

Por tanto V; x V5 con estas operaciones es un grupo abeliano. Ahora veamos
las propiedades del producto por escalares:

» Distributividad (1):

a - ((ug,u) + (v1,v9)) = a - (ug + vy, ug + v3)
= (- (ug +v1), - (ug + v9))
=(a-u+a-v,a uy+ - v)
= (a-uy,a-uy) + (- vy, vy)

= - (up,u) + a- (v, v9)
» Distributividad (2):

(a+B) - (ur,uz) = ((a + B) - un, (e + B) - ua)
a-up+ fun,a-ug + B -ug)
(a-up, o ug)+ (B -ur, B us)

= - (ul,UQ) + /8 : (u1>u2)

= (
= (

12
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s Pseudoasociatividad:

(- B) - (ur,uz) = ((- B) - uy, (- B) - ug) = (- (B-w),a-(B-us))
:a'(ﬁ'ul,ﬁ'l@):04'(5'(“1,“2))

= Propiedad modular:
1- (Ul,UQ) = (1 s Uy, 1- UQ) = (ul,ug)
Por tanto V; x V5 con estas operaciones es un espacio vectorial sobre K.

2. Supongamos que U; es un subespacio vectorial de V; para cada i = 1,2. De-
mostrar que Uy X Uy es un subespacio vectorial de Vi x Vs. s Es todo subespacio
vectorial de Vi x V5 de la forma Uy x Uy donde cada U; es un subespacio vectorial
de V;? Uy x Uy es un subespacio vectorial de V| x V5 si y solo si:

(U1,U2> + (U1,U2) e U, x U,y
a - (ur,ug) € Up x Uy

Sean (uq,us), (v1,v9) € Uy X Uy, «a € K

w (up,ug) + (v1,v2) = (U1 + v1,us +v2) € Uy X Uy

w - (U, ug) = (- ug, a0 ug) € Up X Us

Por tanto U; x Us es un subespacio vectorial de V; x V5.

Ejercicio 1.2.4. En cada uno de los siguientes casos estudiar si U es o no un
subespacio vectorial de V:

a) V=R U= {(z,y) € R?z=y*}
No lo es, para verlo, sean (4,2), (9, 3) € R? entonces:
(4,2),(9,3) € U sin embargo (4,2) + (9,3) = (13,5) ¢ U

b) V=R U ={(1,0),(0,0)}

No lo es, para verlo, sea (1,0) € R? entonces:
(1,0) € U sin embargo (1,0) + (1,0) = (2,0) ¢ U

De otra manera, podriamos haber dicho simplemente que todo espacio vectorial
con mas de un vector debe tener infinitos vectores, sin embargo U solo tiene
dos.

) V=MR),U= {(_ab b

c> € My(R) | a,b,c € R}

. a b a b
Si lo es, para verlo, sean x,y € R y sean b o)\l o € U enton-
ces:

a b a V\ (xa4+yd zb+yb\ [ za+yd zb+yb
x(—b c>+y (—b’ c’)_<—xb—yb’ xe+yd ) \—(xb+yb) xc+yd €U

13
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d) V =Klz], Un = {p(x) € Klz]| grado(p(x)) = n }

No lo es, para verlo sean p(x),q(x) € K|z| tales que p(z) = 22" + 1, gq(x) =
—2x" entonces:

p(x). 4(x) € U, sin embargo p(x) + 4(z) = 1x & U,
e) V=R"U={(zy,21t) € RY2x —y =3}
No lo es, para verlo, sean (1,1,1,1),(2,1,1,1) € R?* entonces:
(1,-1,1,1),(2,1,1,1) € U sin embargo (1, —1,1,1)+(2,1,1,1) = (3,0,2,2) ¢ U

f)y V=R", U=Q"
No lo es, para verlo, sean a = v/2 y v = 1g» entonces:
a-v=vV2-1pn =v2-(1,1,1,...,1) = (V2,V2,V2,...,vV/2) ¢ Q"

g) V=RU={(x,y,2t5s) € R —y=2x+ 2}

Silo es, para verlo, sean u = (x, —2x—2, 2,t,5),v = (', =22/ —2', 2/, #',s') € R®
entonces:

utv=(r+a, 20 -22" -2 -2 2+t + 1, s+ 5)
=+, 2x+2)—(z+2), 2+, t+t,s+5)

Que claramente pertenece a U.
a-u=(ar, —2ar — az,az,atf, as) = (ar, —2ax — az,az,at,as) € U
Por tanto U es un subespacio vectorial de R>.
h) V=R U ={(z,vy,2) € R¥z?yz = 0}.
No lo es, para verlo, sean u = (0,1,1) € U y v = (1,0,1) € U entonces:
u+v=(0,1,1)+(1,0,1) = (1,1,2) ¢ U
i) V=R U={(z,9,2) € Rz? +y* + 2 > 0}.
No lo es, para verlo sea a = —1 € Ry u = (0,0,1) € U, entonces
a-u=—1-(0,0,1)=(0,0,-1) ¢ U
V=R U={(r,y,2) e R3|x =y = z}.
Si lo es, para verlo, sean u = (z,y, z),v = (2/,y/,2") € U entonces:
utv=(x+2y+y,z+2)=(+2z+2"2+2")eU

a-u=(azr,ay,az) = (ax,ax,ax) € U

Por tanto U es un subespacio vectorial de R3.

14
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k) V=R> U={0,0,1,-1,2),(3,2,v/5, —8,32)}
No lo es, para verlo, sean a = 2,u = (0,0,1,—1,2) € U entonces:

a-u=2-(0,0,1,-1,2) = (0,0,2,-2,4) ¢ U

) V:MQ(R),U:{(S 1J6a)|a€R}

No lo es, para verlo, sean u = (8 (1)) ceUyv= (é (2)) € U entonces:

(e (39~ (3 e
m) V=FRR),U={feFRR)|fx)+ f(x) =0, VreR}

Si lo es, para verlo sean a,b € Ry f,g € U entonces:

af(x) +bg(x) = (af)(x) + (bg)(x) = (ab+ fg)(x) € U

(af +bg)"(x) + (af + bg)(x) = (af)"(z) + (af)(z) + (bg)"(x) + (bg)(x)
= a(f"(x) + f(z)) + blg"(x) + g(x)) = 0

n) V=M,(K),U={A¢e M,(K)| A es diagonal }

Si lo es, para verlo, sean z,y € Ky A, B € U entonces:

ap 0 - 0
0 ay ---
A= . . .|| a,ag, .0, €K
0 an
by 0 0
0 be
B = ) | b1,b9,....b, €K
0 0 by,
Entonces
ray + yby 0 0
0 ras +yby - 0
TA+yB = ? . v ) . eU
0 0 ceoxay, + yb,

n) V=M,(K),U={Ae M,(K)| A es triangular superior }
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Si lo es, para verlo, sean a,b € Ky A, B € U entonces:

ai; Qr2 -+ Qip bir bz - b
T T
0 0 - am 0 0 o b
Entonces
aayy + bbyy aagp + bbby -+ aay, + bbi,
A+ bE — 0 aa9ss + bbas - aday, + bba,,
6 O . Alpp + bb,

Ejercicio 1.2.5. En cada uno de los siguientes casos decidir si el vector v del espacio
vectorial V' pertenece o no al subespacio L(S), en caso afirmativo, expresar v como
combinacion lineal de S:

a) V=Rv=1(0,2-5),5={(1,-3,2),(2,—4,—1),(1,=5,7)}.

Sean a,b,c € R, v € R3 tales que v = a(1l,—3,2) + b(2, —4, —1) + ¢(1, =5, 7)

entonces:

(|1 2 1
-3 —4 —-5|=0

a+2b+c = 0 9 1 7

—3a—4b—5¢c = 2 = = SCI= v ¢ L(S)

2a —b+7¢c = -5 1 2 0
-3 —4 2|#0
(|- 7 =5

b) V =R*v=(9,-17,10,-5),5 = {(2,-1,0,0), (=1,3,—2,1)}.

Sean a,b € R,v € R* tales que v = a(2, —1,0,0) + b(—1,3,—2,1) entonces:

2a—b =9
—a+3b = —17 b=—5 -
—2b = 10 :i{azg = 2(2,-1,0,0)=5(—1,3,-2,1) = v € L(S)
b = -5

c) V=RYv=(570a6),S=1{(1,23,0),(1,1,1,2)}.

Sean ¢,d € R,v € R* tales que v = ¢(1,2,3,0) + d(1,1,1,2) entonces:

Y y

c+d =
2c+d =
c+d =

2d =

=d=3=c=2=2(1,2,3,0)43(1,1,1,2) = v € L(S)

S N

Lo que ocurre si, y solo si 3¢ + d = a, o lo que es lo mismo, a = 9.
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d) V =»My(C),v = G EZ> .S = {(S 212> , <(Z) (1)) } Sean a,b € R tales que
0 1 7 0
V=aq (2 22.) +b (O 1) entonces:
PO (0 1Y (i O\ (i 0N _(bti a
1 —i) =%\ 2 0 1 1 —i) \ai 2ai+0

Que claramente no tiene solucién, por lo que v no pertenece a L(.5).

e) V =R[zl,v =22 +2+ 1,5 = {z,22 + 1,2%}. Sea a = —1,b = 1,¢ = 0,
a,b,c € R tales que v = a(z) + b(z? 4+ 1) + ¢(a®) entonces:

’4+r+l=2+x+1=veL(S)

Ejercicio 1.2.6. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Demostrar los
siguientes hechos:

1. 8i S y S son subconjuntos no vacios de V- con S C S" entonces L(S) C L(S").

Sea v € L(S), entonces v = Y "', a;v;, con v; € S. Por hipétesis, v; € S,
por lo que v € L(S"). Por tanto, L(S) C L(S").

2. L(S) =S siysdlo si S es un subespacio vectorial de V.

Si L(S) = S, entonces S es un subespacio vectorial de V' por definicién de
subespacio vectorial. Si S es un subespacio vectorial de V', entonces S C L(S)
y L(S) C S, por lo que L(S) = S.

3. Si U; = L(S;) para cada i = 1,...,m, entonces y .-, U; = L(J~, Si).

Supongamos que U; = L(S;), para cada i = 1,...,m. ;jEs cierto que (-, U; =
LN, 5:)?

Sea v € Y. U;, entonces v = Y1 a;v;, con v; € S;. Por lo tanto, v € L(U}", Si).
Por otro lado, sea v € L((-, S;), entonces v = Y| a;v;, con v; € (i, S;. Por lo

tanto, v € > " | U;. Por tanto, Y ", U; = L(UX, Si)-

Ejercicio 1.2.7. ;Qué se puede decir sobre dos subespacios vectoriales de R™ cuya
suma es {0}7; y cuya interseccién es R™?

» Sila suma es {0}:
Up+Us ={0} = Vu; € Uy,Vus €Uy = up+us =0= uy = —uy = Uy = —Us
Es decir, Uy = Uy = {0}

= Si la interseccién es R™:
Por ser subespacios vectoriales, U; C R" y Uy C R™ entonces:

UlﬂngR":HR”QUlﬂUQ:HR”QUl /\R”QU2:>U1:]R" /\UQZRn
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Ejercicio 1.2.8. En cada uno de los siguientes casos demostrar que U; y U, son
subespacios vectoriales de V. Estudiar también si se cumple V = U; @ Us.

1. V=R3U, = {(z,9,2) € R¥|x = z},U, = L{(3,0,2)}.
Sean (z,y,z), (¢/,y,2') € R?, y sean a,b € R, entonces:
a(z,y,x) +b(2',y,2") = (ax + bx' ay + by, ax + bx') € Uy

Que U, sea subespacio vectorial es trivial por definicion de subespacio genera-
do. Veamos ahora si V = U; & U,. Para ello, calculamos una base de U; y U,
y vemos si el sistema de generadores generado por la suma de ambas bases es
una base de V:

s Para U;:
B =1{(1,0,1),(0,1,0)}

s Para Us:
B ={(3,0,2)}

Veamos ahora si la suma de ambas bases es una base de V:

1
1

O = O
N O W

2.V = FRR),U, = {f € FRR)|f(~z) = f(z),¥o € R},Uy = {f €
FR,R)|f(—x) = —f(z),Vz € R}.

Sean f,g € F(R,R), y sean a,b € R, entonces:
af(—x) +bg(—x) = af(z) + bg(z) € Uy
af(—x) +bg(—x) = af(r) — bg(x) € Us
Veamos ahora si V = Uy @ U,. Para ello, comprobamos si U; N Uy = {0}:
UnUy={f € FR,R)|f(=z) = f(z) A f(-z) = —f(z)} = {0}
Veamos ahora si Uy @ Uy =V

f@)+ fx) | f@=f=)
2 2

VieV = f(x)=

Por tanto, V = U; & Us.

3. V.= Rlz],Ui = {p(z) € Rz][p(1) +p'(1) = 0},U> = {p(z) € Rz][p(0) +
p"(0) = 0}

Demostraremos, en primer lugar, que U; es un subespacio vectorial de R,[X].
Para ello, sean f,g € Uy y a,b € R, entonces:

(af +bg)(1) + (af + bg)'(1) = a(f(1) + f'(1)) + b(g(1) + ¢'(1)) = 0
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Por lo que af + bg € Uy. Ahora, para Us: Sea f,g € Uy y a,b € R, entonces:

(af 4 bg)(0) + (af + bg)"(0) = a(f(0) + f7(0)) + b(g(0) + ¢"(0)) =0

Por lo que af+bg € Us. Nos queda ver si V = U; @Us. Para ello, sea p € R, [z],
entonces

p(z) = ag + a17 + axx® + ...+ a,z”

n—1

P (z) = ay + 2a9x + ... + na,x

p'(z) = 2ay + 3 - 2a3x + ... +n(n — 1)a,z" >

Buscamos ahora unas ecuaciones candnicas de U; y Uy: Trabajamos con Uy:
p(1)+p(1)=0=(ag+ay+...+a,) + (a1 +2a3+ ... +na,) =0
Trabajamos con Us:
p(0)+p"(0)=0=ay+2as+...+n(n—1)a, =0
De donde tenemos que:

Uy = {p(z) € R,[2]|p(x) = ap + 2a; + ... + nay,a"' = 0}
Uz = {p(z) € Ru[z]|p(z) = a0 + 2a> = 0}
Por tanto:

ap+a+...+a,=0
CLO+2CL2:0

Ulﬂng{(ag,al,ag,...,&n)ER"“:{ }

Por lo que dim(U; NU;) = n+ 1 —2 = n — 1. Por tanto, para n # 1 no se
cumple que V = U; & Us,. Si n = 1, entonces:

Ul + U2 = ‘c{<0a 1)7 (27 _1>}

Como

(1) _21‘ # 0, entonces V = U; @ Us.

4.V = Rs? Ul = L{<1a07 _1)7 (07 17 _1)}7 U2 = {(l’,y, Z) € ]R3|Z = 0}

5. Por definicion, U; es un subespacio vectorial de R3. Veamos ahora si lo es Us.
Sea u,v € Uy y a,b € R, entonces:

au + bv = a(uy, uz, 0) + b(vy, ve,0) = (auy + bvy, aug + b, 0) € Us

Veamos ahora si U; N Uy = {0}. Para ello obtenemos ecuaciones cartesianas

deU1:
1 0 =z
0 1 yl=0=z2+x2+y=0
-1 -1 =z
z2=10
Entonces, Uy N Uy = {(x,y, z) e R3: { } # {0}. Por tanto,
r+y+z=0

V£ U @ Us.
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;De cudntas formas podemos escribir v = u; +uy con v € R?,u; € Uy, us € Us? Sea
v € R3, entonces:

urtup = CL(]_, 07 _1)+b(07 17 —1)+<£L’, Y, O) = (a7 ba —a)+(x, Y, 0) = (CL—{—I, b+y7 _a'_b)

Por tanto:
a+z=u 1 0 10
b+y =y =rg(A)=rg 0 1 0 1] =3= SCI
Ca—b=u, ~1 -1 0 0

Por lo que hay infinitas formas de escribir v = uy + us.

Ejercicio 1.2.9. Consideremos en R* los siguientes subespacios vectoriales:
1. Uy ={(z,y,2,t) e RYz —y =0,z — t = 0},
2. Uy = L{(0,1,1,0)},
3. Us ={(n,y,2,t) e RYx —y+2z—t =0}

Probar que Uy + Uy = Us. ;Se cumple que U3 = Uy ® Uy ?

Para probarlo, comenzamos calculando una base de cada subespacio, para U, resulta
trivial, para Uy, tenemos dos ecuaciones linealmente independientes, por tanto, una
base de U; estard formada por dim(R?) = 4 — 2 = 2 vectores, por tanto, una base
de U; estara formada por:

By ={(1,1,0,0),(0,0,1,1)}

Anélogamente, tenemos que una base de Us estara formada por dim(R*) = 4 —
1 = 3 vectores, por tanto, una base de Us estara formada por:

B; ={(1,1,0,0),(0,0,1,1),(0,1,1,0)}

Donde los vectores han sido convenientemente elegidos para que se vea directamente
que U1 D U2 = U3.

Ejercicio 1.2.10. Sea V = F(R,R) el espacio vectorial real de las funciones
f: R — R. Analizar si la familia S = {f, g, h} es linealmente independiente, donde
flz)=2"+1,9(z) =2z y h(z) = €.

Para que S sea linealmente independiente, se debe verificar af(x)+ bg(x) + ch(x) =
0= a=>b=c=0. Veamos si esto se cumple:

ar? = 0
a(x® +1) +b(2z) +ce* =0 = 2bx 0 p=a=b=c=0= SesLlI

a+cet = 0
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Ejercicio 1.2.11. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo infinito K. Tomemos
S = {vi,...,v,} una base de V' y {ay,...,a,} una familia en K con a; # 0 para
cada i = 1,...,n. Demostrar que 8 = {ajvy,...,a,v,} es una base de V. Concluir
que V tiene infinitas bases.

Como B es base de V, entonces dimg(V') = n. Por tanto:
{a1v1, ..., a,v,} base < {ajvy,...,a,v,} sistema de generador

Demostraremos por tanto que {ajvy, ..., a,v,} es un sistema de generadores de V.
Como B = {vy,...v,} es base de V, entonces YVw € V(K):

w=aoav+ ...+, oeK Yi=1,...,n

=Yav + ... F Yav, Vi=oia; Yi=1,....n

(0%} 7%
= —aV; + ...+ —a,v,
ai an

=+ ...+ o, =W

Por tanto {ajvy,...,a,v,} es un sistema de generadores de V, por lo que es una
base de V. Por tanto, V tiene infinitas bases.

Ejercicio 1.2.12. Sean V; y V5 espacios vectoriales finitamente generados sobre
un cuerpo K. Demostrar que el espacio vectorial producto Vi x V5 definido en el
ejercicio 3 es finitamente generado. Construir una base de V; x V5 a partir de bases
de V} y de V5. Calcular dim(V; x V5). Sean ; = {uq,...,un} y fo = {v1,...,0m}
bases de V; y V5 respectivamente. Veamos que 3 es una base de V; x V5. Para ello,
sea (u,v) € V; x V,, entonces:

n
UeEv =>u= E o U

=1

m
v€v2:>U:Zijj
j=1

Por tanto, (u,v) = (37, cuuwi, D05, Bjvy) = Yo au(wi, 0) + 3770, B5(0,v5). De
donde,

S = {(u1,0),..., (un,0),(0,v1),...,(0,v,)}

es un sistema de generador de V; x V5. Ademaés son linealmente independientes, por
lo que S = f es una base de V; x V5. Por tanto, dim(V; x V5) = n + m.

Ejercicio 1.2.13. Sea V un espacio vectorial complejo con dime(V') = n. Demos-
trar que V' es un espacio vectorial real con dimg(V') = 2n.

Sea = {v1,...,v,} una base de V' sobre C. Entonces Vz € V,x = (21,...,2,)5 =
> iy (aj+bji)v;. Con {vy, ..., vy, vy, ... iv,} es un sistema de generadores de V(R).

Veamos si son linealmente independientes: Sea d;, e; € R, entonces dyv,+. . .+d, v, +
e1iv1+. . .tepiv, = 0= dyvi+. .. +dyv,+eivi+. . . 4ev, = 0= Como {vy,...,v,}
es linealmente independiente en V(C), entonces dy = ... =d, =e; = ... =€, = 0.
Por tanto, {v1,...,v,,1v1,...,iv,} es una base de V(R), por lo que dimg (V') = 2n.
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Ejercicio 1.2.14. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Supongamos que
S ={vy,...,v,} es una familia de vectores de V. Demostrar que:

1. Si S es sistema de generadores de V' y cumple la propiedad de que cuando se
elimina cualquier vector de S la familia resultante es un sistema de generado-
res de V', entonces S es una base de V.

Si S es un sistema de generadores, V(K) = L(S). Si al eliminar cualquier
vector de V' la familia resultante no es sistema de generadores de V', significa
que ese vector era linealmente dependiente de los demas, por tanto, como los
vectores de S son linealmente independientes, entonces S es una base de V.

2. Si S es linealmente independiente y cumple la propiedad de que cuando se
anade a S cualquier vector de V' la familia resultante es linealmente indepen-
diente, entonces S es una base de V.

Si al anadir cualquier vector de V' a S la familia resultante es linealmente
dependiente, significa que v es combinacién lineal de los vectores de S, por
tanto, S es un sistema de generadores de V', y, como los vectores son lineal-
mente independientes, S es una base de V.

Ejercicio 1.2.15. Describir todos los subespacios vectoriales de R? y de R3.

» R?: dim(R?) = 2, por tanto, los subespacios vectoriales de R? serdn de dimen-
sion 0, 1 y 2. Es decir:
UCR?*/dimU =0= U = {0}
VCR*dmV =1=V =L{v} conv#0
W CR?*/dimW =2 =W =R?

» R3: dim(R?) = 3, por tanto, los subespacios vectoriales de R? serdn de dimen-
si6on 0, 1, 2 y 3.
UCR?/dimU =0= U = {0}
VCR}/dimV =1=V = L{v} conv#0
W CR?/dimW =2 = W = L{v;,v2} con v;,vy L.I
ZCR/dimZ=3=7Z=R?

Ejercicio 1.2.16. En R? se consideran los subespacios vectoriales dados por:
Uy =L{{1,1-a%2),(1+a,1—a,-2)},
Uy ={(z,y,2) €R® | x +y+ 2z =0}

Calcular todos los valores de o € R para los que U; = U,. En primer lugar, calcula-
mos la dimensién de Us:

1 1+«
1—a? 1—al=0«<
2 —2

1 1+«

9  _9 =0 -2—-2a0a—-2=0a=-2

Por tanto distinguimos dos casos:
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= Si o = —2, entonces:
Uy =L{(1,-3,2),(-1,3,-2)} = {(z,9,2) ER* |z +y + 2 =0} = U,
dimU; =1= By, ={(1,-3,2)} = U, # U,
= Si o # —2, entonces:
dimU; =2 = By, = {(1,1-a%2),(1+a,1 —a,—2)}

Para que U; = U,, necesitamos que By, C Us, es decir, que los vectores de
By, sean solucién de la ecuacion que define U,, es decir:

141 —a?24+2 = o}j a = +2

l4a4+l—a—-2 = 0 0 = 0 }Comoa#—2:>oé:2

Por tanto para a = 2 se cumple que U; = Us.

Ejercicio 1.2.17. Calcular una base y la dimensién de los subespacios vectoriales
que aparecen en los apartados ¢, g y n del ejercicio 4.

) V = My(R), U:{(“b g):a,b,c,ER}

a b 10 0 1 00
VuGU,u-(_b C>—a<0 O>+b<—1 0)+c(0 1)

Ademas

10 0 1 00 0 0
a(o O)+b(—1 0)+c(0 1)—<0 0)=>a—b—0—0=> L.I

10 0 1 0 0 :
Por tanto una base de U es {(0 0) ) (_1 0) : (0 1)} y dim(U) = 3.

g) V=R U={(v,y,z2ts) eR/—y=22+2z}

x 1 0 0 0

—2r — 2z —2 -1 0 0

Vu e Uu= z =xz| 0 | +2]| 1 [+¢t]10]+s]0
t 0 0 1 0

S 0 0 0 1

Es un sistema de generadores de U, ademas es linealmente independiente, (det
= —2 # 0) por tanto, 5 = {(1,-2,0,0,0), (0,—1,1,0,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)}
es una base de U y dim(U) = 4.

n) V=M,(K),U={A¢ec M,(K) | A es diagonal}

a; 0 -+ 0 10 -0 00 - 0

0 ap --- 0 00 --- 0 00 - 0
\V/UGU,U,: . . . . = an e |t .

0 0 - ap, 00 --- 0 00 --- 1
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Es un sistema de generadores de U, ademas es claramente linearmente inde-

10 --- 0 00 --- 0
00 --- 0 00 --- 0

pendiente, por tanto, § = L A I R €s una
00 --- 0 00 --- 1

base de U y dim(U) = n.

Ejercicio 1.2.18. Para cada uno de los subespacios vectoriales U del espacio vecto-
rial V' que aparecen a continuacion calcular una base, la dimensién y un subespacio
complementario:

a) U=L{(1,-2,1,0),(2,3,-2,1),(4,-1,0,1)}, V =R%.

_12 g _41 2 3 -1 |-2 4 0
D o=l 2 0=l —20/=0
0 11 0 1 1 0 1 1
L 12 4 |1 -2 4
‘01’7&0 1 -2 0/=[1 -2 0[=0

0 1 1} (0 0 1

Por lo que rg(A) = 2, notemos que (4, —1,0, 1) es combinacién lineal. Por tan-
to, una base de U es {(1,-2,1,0),(2,3,—2,1)} y dim(U) = 2. Para obtener un
complementario W/V = R* = U@ W, necesitamos que W sea de dimensién 2 y
que UNW = {0}. Paraello, sea B’ = {(1,-2,1,0),(2,3,-2,1),(0,0,1,0), (0,0,0,1)}

12 00
-2 3 00
1 -2 1 0 #0= LI
0 1 01

Por tanto, una base de W es {(0,0,0,1),(0,1,0,0)}.

b) U= {(z,y,2,t) ER* |20 —y+2=0,2+y+z+t=0}, V=R.L

En primer lugar, notemos que U = £{(1,1,1,-3),(1,0,—1,0)} y que rg(A) =
2, por tanto, dim(U) = 2. Una base suya sera B = {(1,1,1,-3),(1,0,—1,0)}.
Para obtener un complementario W/V = R* = U @ W, necesitamos que W
sea de dimensién 2 y que U NW = {0}.

Para ello, sea B = {(1,1,1,-3),(1,0,—1,0), (1,0,0,0), (0,1,0,0)}

11 10
1 0 01
L .1 0 o #0= LI
~3 0 00

Por tanto, sea W = £{(1,0,0,0),(0,1,0,0)} = {(z,y,0,0) € R*}. Es facil ver
qeu UNW = {0}, por lo que V.=U @ W. Por lo que U & W = R™.
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c) U= {)p(x) € Rsfz] | p/(1) =0}, V =Rs[z]} (p/(1) es la derivada de p(z) en
r=1).

En primer lugar, notemos que

U = {ap + a17 + az® + azz® € Rsz] | p/(1) = 0}
= {ag + a1z + axx® + azz® € Rs[x] | a1 + 2ay + 3az = 0}
= £{(0,1,1,-1),(1,0,0,0),(0,3,0,—1)}
=L{zx+2°— 21,3 — 2%
ya que rg(A) = 3, por tanto, dim(U) = 3. Una base suya serd B = {x +
22 — 2%,1,3x — 23}. Busquemos un complementario W/V = Rs[z] = U @ W,
necesitamos que W sea de dimensién 1y que U N W = {0}. Para ello, sea

Rs[z] = £{(0,1,1,—1),(1,0,0,0), (0,3,0,—1), (0,0,1,0)}.

0
1
| £0= LI

o= O O

Por tanto, W = L{x?}. Es facil ver que UNW = {0}, por lo que V. =U ®W.
Por lo que U @ W = Rs]z].

d) U = {p(z) € Ro[a] | [, plw)dw =0}, V =Ryla].

En primer lugar, notemos que

U = {p(z) € R[] | / plx) dz = 0}

2 311
= {ao +a1r + CLQIQ < RQ[SL’] | % + a12l' + GZ; = 0}
0

a; a
= {ap + a1z + azx? € Ryfz] | ag + — + — = 0}

2 3
= L{(1,2,-6),(1,-2,0)}
= L{1+ 2z — 62% 1 — 27}

ya que rg(A) = 2, por tanto, dim(U) = 2. Una base suya serd B = {1 +
2x — 62%,1 — 2x}. Busquemos un complementario W/V = Ry[z] = U & W,
necesitamos que W sea de dimensién 1y que U N W = {0}. Para ello, sea
Ro[z] = £{(1,2,-6), (1,-2,0),(0,1,0)}. = L{1 + 2z —62% 1 — 2z, x}. Es facil
ver que UNW = {0}, por lo que V. =U @ W. Por lo que U & W = Ry[z].

Ejercicio 1.2.19. Sea K un cuerpo en el que 2 # 0. Calcular una base y la di-
mensién de los subespacios de matrices S, (K) y A, (K) (estudiar primero los casos
particulares n = 2 y n = 3).

. a1 a9 o 1 0 01 0 0
Vu € S3(K),u = (am a22) =ay <O 0) + aip (1 0) + a9 (0 1)
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Es un sistema de generadores de S3(K), ademas es claramente linearmente inde-

pendiente, por tanto, § = {<(1) 8) , ((1] (1]) , (8 (1))} es una base de S3(K) y
dim(S2(K)) = 3. Para Ay(K):

o 0 a2\ 0 1
Vu € As(K),u = (—a12 0 ) = a9 (_1 O)

Es un sistema de generadores de Ay(K), ademas es claramente linearmente indepen-

diente, por tanto, 8 = {(_01 (1))} es una base de A3(K) y dim(A5(K)) = 1.

Para S3(K):
ap; Giz Qi3 1 00 010
Yu € Sg(K), U= | Q12 Q92 Q93 = a1 00 0]+ a2 1 00
a3 Qg3 as3 000 000
0 01 000
+ a3 0 0 0]+ a929 010
100 000
0 00 000
+as |0 0 1) +ass|0 0 O
010 0 01
Es un sistema de generadores de S3(K), ademas es claramente linearmente indepen-
diente, por tanto,
1 00 010 0 01 0 00 000 0 00
B = 00O0)],({1 00 000 01 0}),{001),10 00
0 00 0 0 0 1 0 0 000 010 0 01
es una base de S3(K) y dim(S3(K)) = 6. Para A3(K):
Yu € Ag(K),
0 12 ais 0 10 0 0 1 0 0 0
u = —a12 0 923 = a12 -1 0 0 + a13 0 0 0 + 923 0 0 1
—ai3 —asg 0 0 00 -1 00 0 -1 0

Es un sistema de generadores de A3(K), ademas es claramente linearmente indepen-

0 10 0 01 0O 0 O
diente, por tanto, § = -1 00,10 OO0},{0 0 1 es una base
0 0 O -1 0 0 0 -1 0

de Ay(K) v dim(A3(K)) = 3
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» Para S, (K) sabemos que cada matriz se puede expresar de la siguiente manera:

10 --- 0 00 --- 0
00 --- 0 00 --- 0
Sn(K):a,n . . . . +---+ann . . .
00 0 00 1
01 0 0 00
10 --- 0 oL )
tap | . N+ aa T T+
2 I b 0 --- 01
00 --- 0 0 10

Sean ahora A;j, las matrices que acompanan a los escalares, entonces:

B = {{Alla--'7Ann}a{A127-~-aAn—1,n}a{A13a~-~ n— Zn} {Aln}}

n(n+1

Cuya cantidad de vectores es claramente 1 +2 + ... + n = Que es la

dimension de S, (K)

» Para A, (K), el procedimiento es andlogo pero habra que tener en cuenta que
a; =0 Vi € nporlo que la dimension en este caso es 14+2+...4+n—1 = @

Ejercicio 1.2.20. Sea K un cuerpo. Demostrar que si S es una familia de K[z]| que
no contiene dos polinomios con el mismo grado, entonces S es linealmente indepen-
diente. Deducir que si f = {po(z),...,pn(x)} es una familia de K[z] de forma que
grado(p;(z)) = i, para cada i = 0,...,n, entonces [ es una base de K,[z].

Ejercicio 1.2.21. Encontrar bases § y " del espacio vectorial Ry[z] en las que el
polinomio p(z) = z + 1 cumpla que p(z)s = (1,0,0)" y p(z)s = (1,1,0)7.

Ejercicio 1.2.22. En el espacio vectorial V' = Ry[z| se consideran las bases § =
{Ll+z,1+2+2%ry 8 = {1,x,2?}. ;Qué relacién existe entre las coordenadas
de un polinomio p(x) en Ry[x] con respecto a By 7 Encontrar p(z) en Ry[z| tal

que p(z)s = (1,-2,4)T.

Ejercicio 1.2.23. En el espacio vectorial M5(C) se consideran las matrices:

i 0 ~1 — a 0
A:(l —i)’ B:<1 2@)’ C:(l —i)‘

;Para qué nimeros a € C el subespacio U = L(A, B,C') de M3(C) tiene dimension
27 Para tales valores calcular una base de U y las coordenadas de la matriz

C(2i—1 —i
L3 o)

Ejercicio 1.2.24. Se consideran los subespacios vectoriales de R* dados por:
U, = £{(3,6,1,0),(1,0,-1,2),(2,3,0,1)},
- ‘C{(27 07 _17 3)7 (37 37 _27 4)}7
Us ={(z,y,2,t) eR* |z — 2 = 0},
Uy={(z,y,2,t) ER* |2 =2y +t =0, 3z +y + 62 =0}
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a
b

C

)
)
)
)

a

Calcular una base y la dimensién de U;, para i = 1,2, 3, 4.
Calcular una base y la dimensién de Uy N U, Us N U4 y Us N Uy.
Calcular una base y la dimensién de Uy + Uy, Uy + Uy v U3 + Uy.

Trabajamos en primer lugar, con Uj.

31

SO 301 2
— A 40 16 0 3/=0

1 0 6 0 | X

0 1

o o w
D O
= 0o N
|
o

Por tanto, rg(A) = 2, con (2, 3,0, 1) dependiente de (3,6,1,0) y (1,0, —1,2),
por lo que una base de U; es {(3,6,1,0),(1,0,—1,2)} y dim(U;) = 2.

Trabajamos ahora con Us:

2 3

0 3 2 3

1 9 =A ‘0 3’7&0:>7"g(A)—2
3 4

Son linealmente independientes, por lo que una base de Us es {(2,0, —1, 3), (3,3, —2,4)}

y dim(Us;) = 2.
Trabajamos ahora con Us, como dim(U;) = 3, entonces una base de Us es
{(1,0,1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)}. Como son linealmente independientes y la

dimension es 3, forman una base.

Trabajamos ahora con Uy, como dim(Uy) = 2, entonces obtenemos unas ecua-
ciones paramétricas de Uy:

rT=2y—t

z=—3y+2t

Por tanto, una base de Uy es {(1,3,—1,5),(0,6,—1,12)} y dim(U,) = 2.

Calculamos ahora una base de U; N Us: Sea (x,y, z,t) € Uy:

1
0
-1

(z,y
31

=0=-3z—-32+2y=0 16 0 =0=2r—t—y=0
0 2

— o W
[STINSIE
+~ <8

—3r+2y—32=0
20 —y—1t=0
unas ecuaciones implicitas de Us. Sea (z,y, z,t) € Us:

Por tanto, U; = {(z,y,2,t) € R*: { } Obtenemos ahora

2 3 =z 2 3 x
0 3 y=0=3r+y+62=0 |0 3 y=0=-92+y+6t=0
-1 -2 z 3 4 t
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3 6z=0
Por tanto, Us = {(z,y,2,t) € R*: Ty } Por tanto, U1NU,; =
-9z 4+y+6t=0

—3r+2y—32=0

% —y—t=0
{(x,y,2,t) e R*: Ty }

3x+y+6z=0
—9r+y+6t=0

-3 2 -3 0

2 -1 0 -1

3 1 6 0 =0

-9 1 0 6

Las tres primeras filas son linealmente independientes, por tanto, U; N Us
—3r+2y—32=0

{(x,y,2,t) ER*: {2 —y —t =0
3r+y+6z2=0

una base, obtenemos las ecuaciones paramétricas

}'Y dim(U; NU,) = 1. Para obtener

—3r+2y—32=0
20 —y—1t=0
3r+y+6z=0

=z =uxy=23x/b,z=—3x/5,t="Tx/b

Por tanto, una base de Uy N Uy es {(5,3,—3,7)}.

Calculamos ahora una base de Uy N Uy:

=0
Uy = {(2,y, 1) e RY: {2 T 02 }
-9z +y+6t=0

r—=2y+t=0
U = Y Y 7t €R4:
=iyt {3x+y+6z:0 J

3r+y+6z2=0
Por tanto, Uy N Uy = {(z,y,2,t) ER*: { — 92 +y+6t=0 }
r—2y+t=0
3 1 60 3 1 6
9 1 06| =A=|-9 1 0/#0=rg(A) =3
1 -2 01 1 -2 0

Por tanto, dimg (U;NUy) = 1. Para obtener una base, obtenemos las ecuaciones

paramétricas
3r+y+62=0

-9z +y+6t=0
r—2y+t=0

=z =13/17t,y = 15/17t, 2 = —9/1Tt, t = ¢
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Por tanto, una base de Uy N Uy es {(13,15,—9,17)}.

r—2=0
Calculamos ahora una base de UsNUy = {(z,y,2,t) eR*: {x —2y+t=0 }
3r+y+62=0
1 0 =10 0 -1 0
1 -2 0 1|=A=|-2 0 1|£0=rg(4)=3
31 6 0 1 6 0

Por tanto, dimg (UsNUy) = 1. Para obtener una base, obtenemos las ecuaciones
paramétricas

rT=x
y=—9x
z=2x
t=—19z

Por tanto, una base de Us N Uy es {(1,—9,1,—19)}.

Calculamos ahora una base de Uy 4+ Uy: Como dim(U;) = 2 y dim(Us) = 2,
entonces dim(U; + U,) = 3. Para obtener una base:

U+ Us = £{(3,6,1,0), (1,0, —1,2), (2,0,—1,3), (3,3, —2,4)}

=0y |6 0 0|=-6#0
1 -1 -1 -2 R
0 2 3 4

Por tanto el 4° vector es combinacidn lineal de los 3 primeros, por lo que una
base de Uy + Us es {(3,6,1,0), (1,0,—1,2),(2,0,—1,3)}.

Calculamos ahora una base de Uy + Uy: Como dim(Us) = 2 y dim(U,) = 2,
entonces dim(U; + Uy) = 3. Para obtener una base:

U+ Uy = £{(2,0,-1,3),(3,3,-2,4),(1,3,-1,5), (0,6, —1,12)}

2 3 1 0
0O 3 3 6
-1 -2 -1 -1
3 4 5 12

w O N
B~ W

1

3| #0

5

Por tanto el 4° vector es combinacion lineal de los 3 primeros, por lo que una
base de Us + Uy es {(2,0,—1,3),(3,3,-2,4),(1,3,—1,5)}.

Calculamos ahora una base de Us + Uy: Como dim(Us) = 3 y dim(Uy) = 4,
entonces dim(Us + Uy) = 4. Para obtener una base:

Us + U, = £{(1,0,1,0),(0,1,0,0), (0,0,0,1), (1,3,—1,5), (0,6, —1,12)}
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Veamos cuales son linealmente independientes:

100 1 0 100 1
010 3 6 010 3
L 00 -1 —1=9Y]1 90 —1|7VY
001 5 12 001 5

Por tanto el 52 vector es combinacién lineal de los 4 primeros, por lo que una

base de Us + Uy es {(1,0,1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1),(1,3,—1,5)}.

Ejercicio 1.2.25. Sea A = (a;;) una matriz en M, (R). Se define la traza de A

Ccomo:. n
tr(A) = Z Q-
i=1

Para cada n € N sea U, = {A € M, (R)|tr(A) = 0}. Se pide lo siguiente:

1. Demostrar que U, es un subespacio vectorial de M,(R). Sea x,y € R, A,B €
U,, entonces:

0 aip - au 0 bz -+ b
cAyp=g | (P 0
ity O bu buy e 0
0 a2 +ybia -+ T, + Ybin
| waa + yba 0 oo TQgy + Yboy
Ty —i— Ybp1  Tans —i— Ybpo - 0

2. Calcular una base y la dimension de U, cuandon = 2,3. Sea A € U,, entonces:

Q21 —a11

1 0 01 0 0 .
Por tanto, una base de U, es {(0 _1> , (O O) , (1 0)} y dim(Us) = 3.

Sea ahora B € Us, entonces:

A:(an a12):>tr(A):O:>a11:0

11 a2 a13
B=|ay axn ass3 = tr(B) =0= aj1+taxn—a1—a3x=0=0=0
Q23 Az2 —ai1 — A2

Por tanto, una base de Us es

10 0 010\ /001 000
U={loo ol,[ooo],[ooo],[100],

00 —1 000/ \ooo/ \ooo

00 0 000y /000 /000

01 0f,[loo1],{oo0o0],[00 0]}y dimU;)=s.

00 —1 000 100/ \0o 10
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3.

Calcular Uy N Sy(R) y Uy + So(R). sEs cierto que My(R) = Uy @ S2(R) 2

Ejercicio 1.2.26. Decidir de forma razonada si las siguientes afirmaciones son ver-
daderas o falsas:

a)

Ezxiste en R una estructura de espacio vectorial complejo.

Falso: Para que sea R(C) un espacio vectorial, tiene que estar definido el
producto de vectores por escalares, es decir, tiene que estar definido el pro-
ducto de vectores por escalares. Es decir, tiene que estar definido C x R — R,
y no lo estd. Por ejemplo, i - 7 ¢ R.

St U es un subespacio vectorial de V' entonces el conjunto V- — U es un subes-
pacio vectorial de V.

Falso: Como 0 € U, 0¢ V — U. Por tanto, no es un subespacio vectorial.

St K es un cuerpo entonces los unicos subespacios vectoriales de K son los
1MPropLos.

Verdadero: Una base B de K(K) = {1}, Es decir, K(K) = L£{1}. Por
tanto, dimg (K') = 1. Los subespacios vectoriales de K (K) tienen:

dim=1— K(K
{ (K) = Los tnicos subespacios vectoriales de K (K) son los impropios.

dim = 0 — {0}

En un espacio vectorial V', si dos planos vectoriales no son iguales entonces
su interseccion es una recta o el vector nulo.

Verdadero: Como U NV es un subespacio vectorial de V', entonces:

{dim(U W) S dmU) i A W) < min{dim(U), dim(W)}

<d
dim(U N W) < dim(W)

Por tanto, dim(U N W) < 2. Ademads, como U # W, U # UNW # W. Por
=0=UnWwW ={0}

tanto, dim(U NW) < 2. Pero dim(U N W)
=1= UNW es una recta

En un espacio vectorial V', la suma de dos rectas vectoriales es un plano vec-
torial.

Falso: Como U, W son subespacios vectoriales de U+ W entonces: dim(U) <
dim(U+W) y dim(W) < dim(U+W). Por tanto, dim(U+W) > max{dim(U), dim(W)}.
Por tanto, dim(U 4+ W) > 1. Si ambas rectas son iguales, su suma es la recta,

luego es falso. Si son distintas, su suma es el plano. Por tanto solo es cierto si

las rectas son distintas.

StV es un espacio vectorial y U es un subespacio vectorial suyo entonces

U+U="U.
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Sea U = L(S) = L{vy,--- ,v,}, entonces
U+U:£(U17"' yUn, U1, 0 7Un> :‘C(Ula'“ 7vn) =U
Por tanto, es Verdadero.

g) El espacio vectorial real F(R,R) es finitamente generado.

Falso: Sabemos que R[z| es infinitamente generado. Como {F : R — R :
F(z) =p(x), p € Rlz]} es un subespacio vectorial de F'(R,R), entonces su di-
mension es menor que la de F : R +— R. Pero este no es finitamente generado,
luego F': R +— R tampoco lo es.

h) R no es finitamente generado como espacio vectorial sobre Q.

i) Si V' es un espacio vectorial sobre un cuerpo K y S = {v1, -+, v} es un
sistema de generadores de V', entonces todo vector v € V' se expresa de forma
unica como combinacion lineal de S.

j) En un espacio vectorial V los vectores {u,v,w} son linealmente independientes
si y solo si los vectores {u + v,u +w,v+w} también lo son.

k) En R® el subconjunto U = {(z,y,2) : * — 2y = 0} es un plano vectorial.
Ademds, la familia B = {(0,0,2),(1,1,0)} es una base de U.

1) Sea V' un espacio vectorial de dimension finita con V.= U; @ Us. Si By y B
son bases de Uy y Us, entonces B = By U By es una base de V.

m) FEziste un subespacio U de R'? con dimg(U) = 14.

n) Si U es un subespacio de K™ con dimg(U) = 5, entonces los vectores de U
tienen por lo menos cinco coordenadas.

n) SiV es un espacio vectorial sobre K con dimg (V') = 7, entonces cada sistema
de generadores de V' tiene por lo menos siete vectores.

o) Ewiste un subespacio U = L(v1,v3) de K* tal que dimg (U) = 3.

p) Eziste un subespacio U de R™ que es solucion de un sistema de ecuaciones
lineales homogéneo con cuatro incdognitas y tal que dimg(U) = 5.

q) Si Uy y Uy son dos hiperplanos de V', entonces Uy = Uy o bien Uy + Uy = V.

r) Sea V un espacio vectorial con dimg (V) =n > 2. Dadov € V conv # 0, y
escalares {ay, -+ ,a,} de K no todos nulos, existe al menos una base B de V
tal que las coordenadas de v en B coinciden con los escalares dados.

Ejercicio 1.2.27. Dado k € R, consideramos en R* el subespacio:
Uy = L{(0,-1,k,3),(0,k, -2 — k,3), (k — 2,-1,—-2,3)}.
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1. Calcular dimg(Uy) en funcién de k. Determinar una base y unas ecuaciones
cartesianas de Uy para cada k € R.

Es necesario saber el nimero de vectores linealmente independientes del siste-
ma generador.

-1 k -1
k —2—-k =2

2. Para k con dimg(Uy) = 2, encontrar un subespacio W de R* tal que R* =
Ui & W. Determinar unas ecuaciones cartesianas para W.
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1.3. Aplicaciones Lineales
Ejercicio 1.3.1. Estudiar si las siguientes aplicaciones son lineales o no:
1. f:R? -5 R3 f(z,y) = (v —y,z + 3y, 2y).
Sean a,b € R y sean (z,y), (2/,y') € R? entonces:

flax + bz’ ay + by') = (ax + b’ — ay — by, ax + 3ay + bz’ + 3by’, 2ay + 2by/)
a(z —y) + 0" —y'),alz + 3y) + b(a’ + 3y), a(2y) + b(2y'))
alz —y,x +3y,2y) + b(z’ — ¢, 2’ + 3y, 2) = af(z,y) + bf (z",¥/)

Por tanto, la aplicacion es lineal.

z—y = 0
Ker(f) ={(z,y) € R*|f(z,y) = (0,0,0)} = ¢ «+3y = 0
2y = 0

=z=y=0= Ker(f)=1{(0,0)}
Im(f) = {(z,y,2) € R°[3(z",y) € R? tal que f(2,y) = (z,y,2)}

Para calcular la imagen, como (e, e3) es una base de R?, basta con calcular

fler)y flez):

f(el) = (17 170)
f(eQ) = (_17372)

Como 1 _31 =440, los vectores f(e;) y f(e2) son L.I. Por tanto, Im(f) =

£{(1,1,0), (1,3,2)}. Veamos ahora si se cumple la férmula de las dimensiones:
dim(Ker(f)) +dim(Im(f)) =0+ 2 =2 = dim(R?) ==
Se cumple la formula de las dimensiones

2. fiR3 = RS f(x,y,2) = (20— 3y, 22 — 2+ 2,3y — 2z — x).

Como f(0,0,0) = (0,2,0) # (0,0,0), la aplicacién no es lineal.

3. fiR3 = Ru), f(z,y,2) = 2z + y)u> + (y — 2)u + 2y.

23 _(r+y—2 r+2z
Para las aplicaciones que sean lineales, calcular su nicleo e imagen, y comprobar la

formula de las dimensiones.

Ejercicio 1.3.2. Calcular una aplicacién lineal f : R* — R? cuyo nicleo esté ge-
nerado por {(1,0,—1),(2,0,1)} y cuya imagen esté generada por (1, —2). Sabemos
que Ker(f) ={(z,y,2) € R3|f(x,y,z) = (0,0)}. Por tanto:
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Para que Ker(f) = £{(1,0,—1),(2,0,1)}, debe cumplirse que:

r—z = 0

204+2z = 0 }:>x:z:0

Ademas Im(f) = L{(1,-2)}. Por lo que f(x,y,z) = a(1,—2) es decir, f(z,y,z) =
(a, —2a). Como hemos visto antes, x = z = 0, por lo que:

y:a:>f(x,y,z) = (y7_2y)

Ejercicio 1.3.3. Encontrar un automorfismo f de R*(R) (esto es, f es un isomor-
fismo de R*(R) en si mismo) de manera que f(U) = U’ donde

U={(a,b,0) €R*:a,b€ R}, U ={(c,c+d,d) €R’:c,dcR}.

Por ser f un automorfismo, f es biyectiva. Por tanto, f es un isomorfismo y una
base de R? se aplica sobre otra base de R3. Sea pues B, = {e1, €2, €3} una base de
U, entonces f(ey), f(ez2), f(e3) es una base de U’.

e elU = f(el) = (1, 1,0)
e2 € U= f(ez) = (0,1,1)
es € U = No hay restriccion respecto de f(e3) = Buscamos f(e3) L.I

Sea f(e3) = (0,1,0), entonces:
1 00
1 1 1| =-1+#0= Los vectores son L.I = Forman una base de U’
010

Por tanto, f es un automorfismo de las caracteristicas pedidas definido de la siguiente
manera:

f(,y,2) = (v, 2 +y+2,y)

Ejercicio 1.3.4. Sea f : V — V' una aplicacion entre dos espacios vectoriales sobre
el mismo cuerpo K. Demostrar que f es lineal si y sélo si el grafo de f, es decir, el
conjunto:

G(f) = {w.v) €V x V' [ = f(v)}

es un subespacio vectorial de V' x V’. Calcular también la dimensién de este subes-
pacio cuando V' y V' son espacios finitamente generados.

Ejercicio 1.3.5. Sean V; y V5 espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Consi-
deremos el espacio vectorial producto V; x V5 definido en el ejercicio 3 de la relacion
de problemas anterior.

1. Demostrar que la proyeccion i-ésima m; : Vi x Vo — V; dada por m;(vy, v) = v;
es un epimorfismo para cada i = 1, 2.

Ejercicio 1.3.6. Sea V' un espacio vectorial sobre K y f : V — V un endomorfismo
de forma que f o f = f. Demostrar que V' = Nuc(f) & Im(f).
Para ello, deberemos demostrar que V' = Nuc(f)+Im(f) y que Nuc(f)NIm(f) =

{0}.
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= Nuc(f) NIm(f) = {0}:
Sea v € Nuc(f) NIm(f), entonces:

v € Nuc(f) = f(v) =0
velm(f)= I eV tal que f(v') =v

» V = Nuc(f) + Im(f):
Se demuestra mediante doble inclusion:

e Nuc(f)+Im(f) CV:

Vo € Nuc(f)+Im(f),x = au+bv,u € Nuc(f) C Vv € Im(f) C V,a,b €
K. Por ser V espacio vectorial, au+bv € V. Por tanto, Nuc(f)+Im(f) C
V.

e V C Nuc(f)+ Im(f):
Veamos primero que z — f(z) € Nuc(f):

fle = f(x) = f(z) = f(f(2)) = f(2) = f(x) = 0= = — f(x) € Nuc(f)

Ahora, Vo € Vi = (v — f(z)) + f(x) € Nuc(f) + Im(f). Por tanto,
V C Nuc(f) + Im(f).

Ejercicio 1.3.7. Sea V un espacio vectorial sobre K = Q,R,Cy f:V — V un
endomorfismo de forma que f o f = Idy. Demostrar que f es un automorfismo y

que V =U @& W donde:
U={veV:flw)=v}, W={veV:fv)=-v}

Para demostrar que f es un automorfismo, debemos demostrar que f es biyectiva.
Como f es un endomorfismo, f es lineal y ademas basta con demostrar la inyectivi-
dad de f para demostrar que f es biyectiva, o lo que es lo mismo, que Ker(f) = {0}.

Sea por tanto v € Ker(f), entonces:

fw) =0= f(f(v)) = f(0) =0, pero f(f(v)) =v=0v=0= Ker(f) = {0}

Por tanto, f es biyectiva y por tanto es un automorfismo. Veamos ahora que V =
U W:

» En primer lugar, vemos que U N'W = {0} ya que si v € U N W entonces
v=—v = v = 0. Veamos ahora que V =U + W:

YVweVv=ur+wyueclUweW,z,yc K=U+WCV

VUEMU:U+§(x)+U_2]c<x)
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+f

Veamos que Y € U v que * f( L e W

vt f)) _ S0+ (W) vt flo) vt o)
f( 2 ) 2 2 2 ©

v f) _f0) = fUF©) vt f) v f)
f( 2 ): 2 -T2 T2 €

Por tanto VC U+ W =V =U + W. Por tanto, V=U & W.

Ejercicio 1.3.8. En el espacio M5(C) de las matrices cuadradas de orden dos con
coeficientes complejos se considera la matriz

a=(y )

Definimos la aplicaciéon R : My(C) — M,(C) dada por R(X) = X - A. Demostrar
que R es un automorfismo y calcular su expresion matricial con respecto a una base
B de My(C). ;Cudl es la matriz M(R™!)p?

Ejercicio 1.3.9. Sea f : R* — R3 la aplicacién lineal dada por:
fle,y,z,t) = (z+z—t,y+t,x+y+z)
Se pide lo siguiente:
1. Calcular bases del nicleo y de la imagen de f. ;Es f un monomorfismo o un
epimorfismo?

» Ker(f): {(z,y,2,t) € RYf(z,y,2,t) = (0,0,0)}. Por tanto:

r+y+z = 0

r+z—1t = 0
:{ y+t = 0

Ker(f) = y+t = 0

}:>dimKer(f) =
r+y+z = 0

2

-1 0

Ker(f) = £{(=1,0,1,0),(1,-1,0,1)} A ‘1 _1‘

=140= LI

Por tanto, una base de Ker(f) es Bker(s) = {(—1,0,1,0),(1,—-1,0,1)}.

= Im(f): {(z,9,2) € R? /3(a',y, 2, t) € R tal que f(2',y', 2, t') = (z,y,2)}.
Por tanto, tomamos Brs = {e1, €9, €3, €4} y calculamos f(e1), f(e

fler) = (1,0,1)
f(eQ) (07171)
f(es) = (1,0,1)
flea) = (=1,1,0)
Como 0 ?' =1+#0, los vectores f(e1) y f(e2) son L.I. Como:
1 01 1 0 -1
01 0=0 vy 01 1]=0
1 11 11 0
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dim Im(f) = 2. Por tanto, una base de Im( f) es Biy(s) = {(1,0,1),(0,1,1)}.
Sabemos entonces que dimIm(f) = 2 # 4 = dimR* A dim Ker(f) = 2 #
0 = No es monomorfismo ni epimorfismo.

2. SeanU = L((1,2,1,2),(0,-1,2,3)) yU" = {(z,y, 2) € R¥|x—y = 0}. Calcular
fU) y 71U

,2,3) ::(_((1)7121713 } = f(U) = £{(0,4,4),(-1,2,1)}

= {(z,y,2,t) € RYf(z,y,2,t) € U'}

={(z,y,2,t) eRY(x+2z—t,y+t,o+y+2) €U’}
(z,y,2,t) ERY(x+2—1) — (y+1) =0}
(z,y,2,t) € Rz —y + 2z — 2t = 0}

P N e N N

Por tanto f~1(U’) = £{(1,1,0,0),(1,0,1,1),(0,1,1,0)}

3. Encontrar bases B de R* y B’ de R® tales que M(f : B’ < B) solo tenga unos
Y Ceros.

Como Rg(M(fpp)) = 2, tomamos la matriz mas sencilla con Rg = 2:

S = O
o O O
o O O

1
M(fB(—B’) =10
0

Como B = {ey,eq,€3,e4} y B’ = {e1, €2, €3}, entonces:

fler) =(1,0,0) = ¢
f(eg) = (O, 1,0) = €9
f(e?:) - (07 0, 0)
flea) =(0,0,0) =
Por tanto, si B’ = {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,1)}:

v = (1707070) =€

Vg = (0,1,0 O) = €9

vy € Nue(f) = f(v3) =0=v3=(-1,0,1,0)

vy € Nue(f) = f(vg) =0=0v,=(1,-1,0,1)
(0

Por tanto, B = {(1,0,0 0)
B’ ={(1,0,1),(0,1,1), (

,1,0,0), (—=1,0,1,0), (1,—1,0,1)} y
D}

Ejercicio 1.3.10. Sean V y V’ dos espacios vectoriales reales con bases B =
y

(v1,v2,v3,v4) y B' = (v, v}, v%) respectivamente. Si f : V — V' es la aplicacién

lineal definida por:

flor) = vi+vg—dvh, floa) = 201 +vy =205, flug) = 3vi+wy,  flua) = v)+20}
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calcular la matriz M (fp.p/). Calcular bases de Nuc(f) y de Im(f).
1 2

M=(f:B+«B=|1 1
—4 -2
Para calcular bases de Nuc(f) e Im(f), comenzamos viendo que
1 2

1 1

3
1|l=0 vy 1
-4 -2 0

Por tanto, dim I'm(f) = 2 y por la férmula de las dimensiones, dim Nuc(f) = 2.
Para calcular una base de Im(f) vemos que

Im(f) = L£{(1,1,-4),(2,1,-2)} = Bpup = {(1,1,-4),(2,1,-2)}

Para calcular una base de Nuc(f), resolvemos el sistema homogéneo asociado a la
matriz M:

r+2y+3z4+w = 0
r+y+z = 0 p = Nuc(f)=L{(-1,1,0,—-1),(-1,0,1,—-2)}
—dr —-2y+2w = 0

Por tanto, Byue(s) = {(—1,1,0, 1), (—=1,0,1, —2)}.
Ejercicio 1.3.11. Sea f un endomorfismo de R? que verifica las propiedades:
£(1,0,1) = (=1,2,0), f(1,-1,0) = (1,2,1), Nuc(f) = L((0,3,7))

Obtener la expresién matricial de f con respecto a la base usual de R3. Calcular la
matriz de f con respecto a la base de R® dada por B = ((—1,1,1),(1,-1,1), (1,1, —1)).
Sea B, = {e1, €2, €3} la base usual de R?. Entonces:

f(1,0,1) = fler +e3) = f(er) = ( )
f(lv _17()) = f(el - 62) = f(el) - f(62) = (1727 1)
f(O, 3, 7) = 3f<€2) + 7f(€3) = 3(2, 1, 1) + 7 (63) = (6, 3, 3) + 7f(€3) = (O, 0, 0)

Podemos ir despejando y obtenemos:

f<€2) + f(e?)) = (_27 0, _1) = f(eQ) = (_27 0, _1) - f<€3)
f(63) = (;? 0, %)

De donde obtenemos:
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Por tanto:

| |I
";lﬂ S R
Bl O olw

=5
2
M(fB,B.) = g
4

Ahora, sea B = ((—1,1,1),(1,—1,1),(1,1,—1)) una base de R?. Entonces:
M(f;B«+ B)=M(I;B <+ B,)-M(f;B, + B,)-M(I;B, < B)
Deberemos calcular M (I; B < B,) y M(I; B, < B). Para ello:

-1 1 1 -1 1 1 0 0,5 0,5
M(I;B, < B) = 1 -1 1 AN M(I;B <+ B,) = 1 -1 1 =105 0 0,5
1 1 -1 1 1 -1 0,5 0,5 0
Por tanto:

-5 21 1

8 8 8

M(fi;B«B,)=| 3 2 =<

=3 9 =1

4 4 4

Ejercicio 1.3.12. Determinar un endomorfismo f de R*® con niicleo Nuc(f) =
L((1,1,0)) e imagen dada por Im(f) = {(x,y,2) € R*2x — 3y = 0}. jEs f tnico
en estas condiciones? Analizar si es posible encontrar bases B y B’ de R? de forma
que:

S = O
o o O

1
M(fB<—B’) =10
0

—~

. Es posible de modo que esta ultima matriz sea M(fp)? Para resolverlo, en primer
lugar, deberemos encontrar una base de Im(f) y una base de Nuc(f):

Im(f) = {(x,y, Z) € R3’2x —3y = O} = Blm(f) = {(37270)7 (0,0, 1)}
Nuc(f) = L((L 170)) = BNuc(f) = {(17 170)}

De donde claramente se obtiene:

f(1,1,0) = (0,0,0) = f(e1 +e2) =0= f(e1) = —f(e2)

£(1,0,0) = (3,2,0)
£(0,1,0) = (=3, -2,0)
£(0,0,1) = (0,0,1)
De donde obtenemos:
3 =3 0
M(f;B,«< B,) =12 =2 0| = f(z,y,2) = (3x — 3y, 2x — 2y, 2)
0 0 1

f no es tnico en estas condiciones ya que podriamos haber tomado (0,0,2) como
vector de Im(f) y habrfamos obtenido un endomorfismo distinto. Veamos ahora las
bases By B, sea B = {vy,vy,v3} y B' = {v], vy, v4}:

f(Ul) = (17070)
f(UQ) = (07 170)
f('US) = (07070)
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Por tanto, si B = {(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)}:

v; = (1,0,0)
vy = (0,1,0)
vy € Ker(f) = f(vs) =0=v3=(1,1,0)

Se tiene que B’ = {(3,2,0),(0,0,1)(0,1,0)}.

Ejercicio 1.3.13 (13). Una aplicacién lineal f : R® — R?[z] tiene por matriz

asociada
-2 1 1

A= 1 -2 1
1 1 =2

respecto de las bases B = ((1,0,1),(1,1,1),(2,1,0)) y B’ = (1,1 + 2z, —x?) respec-
tivamente. Calcular la matriz que representa a f respecto de la base usual de R? y
la base B} = (1,2, 2%) de R?[z]. Calcular también bases del niicleo y de la imagen de
f. Para resolver este ejercicio, deberemos calcular M(I; B < B,), M(I; B + B') y
M(f; B' < B,):

-1

11 2 0,5 -1 0,5
M(I;B<+ B,)=M(I;B,+~ B)'=[0 1 1 =(-0,5 1 0,5
110 0,5 0 -0,5
11 0\ "
M(I;By«+ B)Y=M(I;B' «+ By) ™ =[0 2 0
00 —1

Ejercicio 1.3.14. Calcular:

1. Una base B de R? tal que M (Idgs p,. p) sea la matriz dada por:

00 —1
A=10 1 1
1 3 2
Tenemos que:
M=(f:B,«<B)=({:B,«+ B,)-(Idgs : B, < B,) - (I : B, < B)
00 —1
=M({I:B,«<B)=10 1 1
1 3 2

Por tanto tomamos B = {(0,0,1),(0,1,3),(—1,1,2)}.

2. Una base B de R? tal que M (Idgs p, p,) sea la matriz A anterior.

Sin mas que tomar la inversa de la matriz anterior, tenemos que

B={(~1,1,-1),(=3,1,0),(1,0,0)}.
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Ejercicio 1.3.15. Sean f : V. — V' y g : V! — V" dos aplicaciones lineales.
Supongamos que B es una base de V, B’ = {v], v}, v} es una base de V', B"es una
base de V" y que:

1 -1 0 2 -1 0 2
M(f;B+B)=[0 -2 1 1|, M(@gB'+<B)=|0 2 =2
2 3 0 -2 0 1 -2

donde B' = (20 — vh, vy — vh, 3v] + vl — v). Calcular M (g o f; B” < B).

En primer lugar observamos:
M(go f; B" + B) = M(g; B" + B)- M(I; B + B')- M(f; B' + B)

Por lo que solo necesitamos calcular M (1; B« B ), para ello, puede ser mas sencillo
calcular M (I; B' + EI) y calcular su inversa ya que los vectores de B se expresan
facilmente en funcién de los vectores de B':

-1

_ 0 0 3 B 0 0 3 0
M(I;B+«B)=(2 1 1|=MELB«B)=2 1 1| =[3
-1 -1 -1 1 -1 -1 ~1

Una vez obtenida la matriz M (I; B < B'), podemos calcular M(g o f; B" + B):

-1 0 2 0 1 1 1 -1 0 2 1 -1
M(gof;B"+B)=(0 2 —2|-[3 -1 —2]-l0 21 1 |=[0 -2
0 1 -2/ \-1 -1 -1/ \2 3 0 -2 2 3

Ejercicio 1.3.16. Se consideran dos aplicaciones lineales entre espacios vectoriales
sobre el mismo cuerpo f:V = V'y g: V' — V" Demostrar que:

go f eslaaplicacién nula < Im(f) € Nuc(g)
= = Supongamos que g o f es la aplicacién nula, entonces:

Vo e V,g(f(v)) =0 = f(v) € Nuc(g) = Im(f) C Nuc(g)

» <: Supongamos que Im(f) C Nuc(g), entonces:

Vo eV, f(v) € Im(f) € Nuc(g) = g(f(v)) =0 = go f es la aplicacién nula

Ejercicio 1.3.17. Sea f : V — V un endomorfismo de un espacio vectorial tal que
f o f =0. Demuéstrese:

» Siwvy,...,v. €V verifican que (f(vy1),..., f(v,)) es linealmente independiente,
entonces (v1, ..., vy, f(v1), ..., f(v,)) es linealmente independiente.

» Si dimg (V) = n € N, existe una base B de V' tal que, escribiendo la matriz

por cajas:
0 I,

donde I, es la matriz identidad de orden r < n/2.
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Ejercicio 1.3.18. Sea f : R* — R* un endomorfismo del que se sabe que:

f(1,1,0,0) = (0,1,0,—1) y f(1,0,1,0) = (1,1,1,0)

Calcular la matriz de f respecto de la base usual en cada uno de los siguientes
casos:

a) Nuc(f) = Im(f).

b) fof=1/.

c) fof=Idga.

. Cuél es, en cada caso, la imagen del vector (1,3,7,1)?

Ejercicio 1.3.19. Dadas las matrices

1 5 -1 2 2 0 1 2
A=121 4 1 y A=11 -1 2 3
1 2 1 a 0 2 -3 —4

a) Calcular los valores de a para los que Ay A’ son equivalentes.

b) Para dichos valores de a encontrar matrices P € GL(4,R) y Q € GL(3,R)
tales que A’ = Q- A-P.

c¢) Para los valores de a calculados en el primer apartado se considera la aplicacién
lineal f : R* — R? cuya matriz con respecto a las bases usuales es A. Calcular
una base B de R* y una base B’ de R? de forma que M(f, B’ <+~ B) = A'.

Ejercicio 1.3.20. Decidir razonadamente si las siguientes afirmaciones son verda-
deras o falsas:

a) Existe un endomorfismo f de R? tal que f(1,0,0) = (2,0,1), f(0,1,0) =
(0,0,0) y f(1,1,0) = (2,—1,7).

b) Existe una aplicacién lineal f : C' — C distinta de la aplicacién lineal cero y
con nucleo distinto de {0}.

c) Si A € Mysn(R) y B € Mpxn(R) cumplen que A-B =1,y B-A =1,

entonces m = n.
d) Sin € Ny m < n entonces existe un epimorfismo f : R" — R™.

e) Si existe un isomorfismo f : C™ — My(C), existe un monomorfismo f : R* —
R™.

f) Para cualesquiera m,n € N se cumple que R™*" es isomorfo a R™".

g) Si un sistema de ecuaciones lineales tiene menos ecuaciones que incégnitas
entonces el sistema no puede ser compatible determinado.
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h) Existe un automorfismo f de R? de forma que:
f{(z,y) e R*/z = 0}) = {(2,y) € R?/2° = 0}
i) Para cada r € R la aplicacién f : R?[z] — R?[z] dada por:
flaz® +bx 4 ¢) = rax® + br + ¢
es un automorfismo.
j) Para cada r € R la aplicacién f, : R*[z] — R?*[z] dada por:
fr(az® 4+ bx +¢) = rax®* +bx + ¢

es un automorfismo.

Ejercicio 1.3.21. (La traza de un endomorfismo) Sean € Ny A = (a;;) € M, (K).
Se define la traza de A como el escalar de K dado por:

n
= E A
i=1

Se pide lo siguiente:

a) Demostrar que la aplicacién tr : M,(K) — K que asocia a cada matriz cua-
drada su traza es lineal.

Sea A, B € M, (K)

tr(A+ B) = i (ai; + by;) = Zam + an = tr(A) + tr(B)
=1

Sea K e K

n

tr(KA)=> (k-az) = kia = k- tr(A)

i=1 i=1
Por tanto, tr : M,(K) — K es lineal.

b) Probar que tr(AB) = tr(BA) para cualesquiera A, B € M, (K). Deducir que
dos matrices semejantes tienen la misma traza.
Sea AB=C;BA=C'
Los elementos de la diagonal principal de C' se calculan:

Cii = Zaijbﬁ Vi € {1, ,TL}
j=1

Clii=> j=1"bja;  Vie{l,..,n}

Por tanto,

ZCZZ = Zzaw i — Z aijbji

i=1 j=1 i,j=1
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t?“(BA) = i C'ii = ZZ =1" ibijaﬂ = i bijaji
i=1 Jj=1

ij=1
Por tanto, como itera sobre ¢, 7 y, por la propiedad conmutativa en K,
tr(AB) = tr(BA)

A, C € M, (K) son semejantes < 3P € M, (K)/C = P"1AP
Por tanto, supuestos A y C' semejantes,
C=P1'AP
A=pP.C-P!
tr(A) =tr(P-[C- P ') =tr([C- P"YP) =tr(C - P'P) = tr(C)

Utilizar el apartado anterior para definir la traza de un endomorfismo de un
espacio vectorial V' sobre K.

tr(f) = tr(M(f,B)), con B base de V. Veamos que no depende de la ba-
se escogida. Sea B’ base de V' M(f, B') es semejante a M (f, B), ya que son
matrices asociadas al mismo endomorfismo f respecto de distintas bases.

Por tanto, tr(M(f, B')) = tr(M(f, B)) = tr(f) Por tanto, no depende de la
base escogida.

tr(f) = tr(M(f, B))

Encontrar dos matrices con el mismo rango y la misma traza que no sean se-
mejantes.

7‘A| = -2

||B| = 6

Vemos que Rg(A) = Rg(B) = 3 y tr(A) = tr(B) = 0 Supongamos que A
semejante a B = 3P € M,(K)/B = P 'AP Por tanto, |B| = |P"'AP| =
|P7Y|A||P| = |P7Y|P||A] = |A] Es decir, |A| = |B|, por tanto, A no es
semejante a B A y B tienen el mismo rango y la misma traza, pero no son
semejantes.

46



Geometria | 1.4. Espacio dual

1.4. Espacio dual

Ejercicio 1.4.1. Sea V un espacio vectorial sobre K finitamente generado. Demos-
trar que si v € V' y v # 0 entonces existe ¢ € V* tal que p(v) # 0. ;, Es ¢ tnica es
estas condiciones?

Sea B = {v1,...,u,} una base de V' y v € V, entonces, si v # 0 se puede am-
pliar una base B = {v = vy, ...,v,} y tomando ' € V* se tiene que ¢'(v) =1 # 0.
Por tanto, ¢! existe.

Ademés se tiene que ¢! no es tinica ya que tomando por ejemplo, otra forma li-
neal tal que ¥ (v) = k # 0 y ¢ diferente de ' en otros vectores de la base B, se
tiene que v también cumple las condiciones y es diferente de ¢!.

Ejercicio 1.4.2. Calcular la base dual de la base B del espacio V' en estos casos:

a) B ={(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}, V = R?® Para calcular la base dual B*, de
la base B de V, necesitamos encontrar las formas lineales (!, ©?, ©?® tales que
©'(v;) = by, es decir, que ¢'(v;) =1sii=jy ¢'(v;) =0sii+#j.

Dada la base B = {(1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)}, se tiene que:
©'(1,0,0) =1, ¢'(1,1,0) =0, ¢'(1,1,1)=0

©*(1,0,0) =0, ¢*(1,1,0)=1, ¢*(1,1,1)=0
©*(1,0,0) =0, ¢*(1,1,0)=0, ¢*(1,1,1)=1

Tenemos que resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

©'(1,0,0) =a; * 1 +ay*x0+azx0=1
©1,1,0) =a; * 1 +ag*x1+azx0=0
o1, 1,1)=a;x1+agx14+azx1=0

Resolviendo este mismo sistema para ¢? y ¢3, se obtiene que la base dual B*
de la base B estd formada por:

(pl<17,y,Z) =T =Yy
2 _

o (z,y,2) =y —=

903(557%2) =z

Si nos fijamos bien, podemos ver que lo que hemos estado haciendo realmente
es imponer lo siguiente:

a; Qago as 1 1 1 1 00
by by b3 |-10 1 1] =101 0
Ci Cy C3 0 0 1 0 0 1

Asi que en adelante, simplemente haremos la inversa de la matriz con las
coordenadas de la base B expresadas por columnas.

47



Geometria | 1.4. Espacio dual

b) B=1{(i,0),(0,4)}, V =C?

Sea B, = {(1,0),(0,1)} la base usual de C?, y sea Bi = {p', ©*} la base
dual de B,, entonces:

Sea B* = {¢', 1%} la base dual de B, entonces:

alaQ'iO_loialag_iO_l_—iO
b1 by 0 ) \0 1 by by) \O0 ¢) —\0 —i
Por tanto, tenemos que:

Y= —ipt = P (x,y) = —ix
VP = —i® = ) (ay) = —ix

¢) B={1l,1+z1+2*1+2%}, V =Rsz]

Sea B, = {1,z,2% 23} la base usual de R3[z|, y sea B} = {¢', ©? ¢ o}
la base dual de B,, entonces:

Sea B* = {¢!, 1% 1% 4} la base dual de B, entonces:

a; ag a3 Qg 1 111 1 000
by by by by 0100 0100
Cit Cp C3 (4 0010 N 0010
di dy ds dy 00 01 00 01
a ay as ay 111 1\ "
N by by b3 by |0 1 0 O
¢ ¢ c3 cg|l |00 10
dy dy ds dy 0 0 01
Calculamos la inversa de la matriz:
111 1\ " 1 -1 -1 -1
0100 ({0 1 0 ©
0010 10 0 1 0
0 001 0 0 O 1

Por tanto, tenemos que:

=gl =P - =t =Y (@) =1 - -2 =2

VP =9 = () =
VP =" = ¢ (x)
P =ot = i (x)

2

X
T
273
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Ejercicio 1.4.3. En el espacio Ry[x] de los polinomios con coeficientes reales y
grado menor o igual a 2 se considera la aplicacién ¢ : Ry[z] — R dada por:

wwm:[pmm

1
Se pide lo siguiente:
a) Demostrar que ¢ € (Ry[z])*. Calcular las coordenadas de ¢ en la base dual de
{1, 2, 2%}

Comenzamos por demostrar la linealidad de ¢:

» Aditiva: Sean p(z), q(z) € Ra[z]:

e(p(r) +q(v)) = / (p(x) + q(x)) dz = /

@) + plae)

» Homogénea: Sean p(z) € Ryfz] y A € R:

e(Ap(z)) = /

-1

1

M@M+/ﬂﬂw

1

1 1

1 1

umwa:A/zmmmzAwmw>

—1
Como ¢ es lineal, y ¢ : Ro[z] — R, entonces ¢ € (Ra[z])*.
Vamos a calcular ahora las coordenadas de ¢ en la base dual de {1,x, 2%},

para ello, sea B = {1, z,2?} la base de Ry[z], y sea B* = {p', ¢? ©*} la base
dual de B, entonces, calculamos (1), ¢(z), o(z?):

go(l):/lldm:Z
go(x):/lmdx:()

! 2
o(2?) = / i dr = 3

Y obtenemos que las coordenadas de ¢ en la base dual de {1,z,z?} son:
(2,0,2) ..
Y 73 B*

b) Construr una base B de (Ry[x])* a partir de ¢.

00 B ,
Rg [0 1 0 :3:»3:{(2,0,—),(0,1,0),(0,0,1)}
01 3

win O N

c¢) Obtener una base B de Ry[z] tal que B* = B.

2 0 % aq b1 C1 1 00 aq b1 C1 % 0 %1
010 a9 bg Co | = 01 0] = a9 b2 Co =10 1 O
0 01 as b3 C3 0 01 as b3 Cs 0 0 1

Por tanto, B = {3, z, 3+ + 2?}.
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Ejercicio 1.4.4. Sea V un espacio vectorial sobre K finitamente generado. Dados
dos subespacios vectoriales U y W de V', demostrar que:

an(U 4+ W) =an(U)Nan(W), an(UNW)=an(U)+ an(W)

Deducir que si V. = U @ W entonces V* = an(U) @ an(W). Para demostrar que
an(U +W) = an(U)Nan(W), vamos a demostrar que an(U + W) C an(U) Nan(V)
y que an(U) Nan(W) C an(U + W).

w an(U + W) Can(U) Nan(W): Sea ¢ € an(U + W), u € U,w € W, entonces:
plu+w) = pu) + p(w) = 0= ¢(u)

B o(u) =0= ¢ € an(U)

= —p(w) = { o) = 0 = o € an(I1) }(p € an(U) Nan(W)

» an(U) Nan(W) C an(U + W): Sea ¢ € an(U) Nan(W), entonces:

an(U) = ¢(u) =0
an(W) = ¢p(w) =0

p(u)

QO(UJ)EE }V$€U+W/,E|UGU,weW;x:u+w

Ahora aplicando la linealidad de ¢:
() = p(u+w) = p(u) + p(w) =0 = ¢ € an(U + W)

Ejercicio 1.4.5. Sea V' un espacio vectorial sobre K finitamente generado. Sabemos
que si ¢ € V*y ¢ # g, entonces Nuc(p) es un hiperplano de V. Demostrar que,
dado un hiperplano H de V, existe ¢ € V* con Nuc(p) = H. ;Qué relacién hay
entre dos formas lineales ¢ y ¢ sobre V tales que Nuc(p) = Nuc(¢)) = H?

Ejercicio 1.4.6. En cada uno de los siguientes casos, obtener unas ecuaciones
implicitas para el subespacio U del espacio vectorial V: Estos ejercicios se pue-
den resolver mediante dos metodos, a continuacion se muestra un metodo que se
aplica en el apartado a), en el resto de ejercicios se aplica el metodo que considero
mas conveniente.

Mediante la propiedad: U = an(an(U)). Esta propiedad se demuestra facilmente
de la siguiente manera:

Sea n = dim(V') y sea U un subespacio de V' con dimg(U) = m, entonces, co-
mo se tiene dimg (an(U)) = n — m:

dimg (an(an(U))) = n — dimg(an(U)) =n — (n —m) = m = dimg(U)

Que coincide con la dimension del isomorfismo dado por el Teorema de Reflexividad.
Por tanto con comprobar la inclusién ®,, C an(an(U)) es suficiente, esta inclusion es
trivial ya que Vu € U, ¢ € an(U). Se tiene ®,,(¢) = ¢(u) = 0, esto es @, € an(an(U)).

a) U=rL{(1,-1,1),(2,1,0),(5,-2,3)}, V=R3
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Sean B, = {ej, e, e3} la base usual de R y B = {¢', p?, ¢} la base dual de
B,, en primer lugar:

11 —2[=0 A '_11 ?‘—37&0:>U £{(1,=1,1),(2,1,0)}

1 0 3

@) =an(c (1,10, @2 10) = {p v F Y0
. 1 2+ 3:0

=L {gpl - 2@2 - 3@3}
Como hemos visto antes, U = an(an(U)), por tanto:
U = an(an(U :{xy, ) ER? :Vp € an(U), p(x,y, 2 —O}

= { r,y,z eRg : (pl(xayaz) _290 (.Z',y, >—3§03(£C,y,2) :O}
= {(z,y,2) eR* 12 — 2y — 32 =0}

b) U=L{(-1,1,1,1),(1,-1,1,1)}, V =R*
En primer lugar, veamos como podemos ampliar la base de U a una base

de R?*, para ello, sean dos vectores (1,0,0,0),(0,0,1,0) de R*, veamos que
(—=1,1,1,1),(1,-1,1,1),(1,0,0,0), (0,0, 1,0) son linealmente independientes:

1 0 -1 1
00 1 -1 4
01 1 L= —2# 0= Son L.I = forman una base de R
00 1 1

Por tanto, tenemos que B = {(1,0,0,0),(0,0,1,0),(—1,1,1,1),(1,—-1,1,1)}
por tanto, sea ahora B* = {¢!, ©?, 3, p?} la base dual de B, entonces, dedu-
cimos que {p?, ¢*} es una base de an(U), por tanto:

a; ag a3 au -1 1 10 1 0 00

by by b3 o [ 1 -1 00 _fO0 100

c, Cy C3 ¢y 1 1 01] |0 010

dy dy d3 dy 11 00 0 001
De donde se obtiene que:

903<x7y727t):x+y (p4<$,y727t)22—t

Ahora obtenemos que

U={(z,y,2,t) € R*/p(z,y, 2, Vo € an(U)}

) :7
= (:L‘yzt)eRﬂx v=
T z—t=0
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c) U=L{(1,-1,0),(0,1,—1)} N £{(0,1,0)}

En primer lugar, hacemos uso de la propiedad an(U + W) = an(U) N an(W):

an(U) = an(L£{(1,—1,0),(0,1,—-1)}) Nnan(L£{(0,1,0)})
—an(ﬁ{(l,—l,O),(O,l,—l)})—l—an(ﬁ{( 7170)})
_an({(17_170)7(071’_1)})+an({( 70>})

Por un lado, tenemos que:

an(L£{(1,—1,0),(0,1,—1)}) = {90 eV

{90 eV*:
Por otro lado, tenemos que:
an(L{(0,1,0)}) = {p € V"1 ¢(0,1,0)=0 }
={peV*:¢p*=0}=L{(1,0,0),(0,0,1)}
De donde se obtiene que:

an(U) = £{(1,1,1),(1,0,0),(0,0,1)} = V* = U = {0}

Ejercicio 1.4.7. Se considera la aplicacién lineal f : R® — R? dada por:

f(1,1,0) = (1,-1), f(1,0,1) =(3,0), f(0,1,1)=(2,-1)

Calcular la matriz de f* con respecto a las bases duales de las bases usuales de R?
y de R3, respectivamente. Calcular bases de Nuc(f*) y de Im(f*). En primer lugar,
partimos de que tenemos la siguiente propiedad:

M(f%; B* + B*) = M(f; B' + B)!

En este caso, nos piden que calculemos M (f*; B¥* «— B2*), por tanto, calcularemos
en primer lugar la matriz M (f; B> < B3), para ello, calculamos f(1,0,0), f(0,1,0), f(0,0,1):

(17170) f(61)+f(€2) = (17—1)
f(1,0,1) = f(e1) + f(es) = (3,0)
(07 L, 1) f<€2) + f(€3) = (_27 1)

De donde se obtiene que:

fle) = (3,-1)
fle2) = (=2,0)
fles) = (0,1)
Por tanto, la matriz M (f; B2 < B3) es:
3 -1
(e = (2 5 ) s ars ey = (=2 0
0 1
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Para calcular una base de Ker(f*) hacemos uso de que an(Im(f)) = Ker(f*), en
primer lugar, Im(f) tiene dimensién 2, por tanto, Im(f) = R? por tanto, Ker(f?)
= {0}, y una base de Ker(f*) es {0}.

Para calcular una base de Im(f*), hacemos uso de que an(Ker(f)) = Im(f?), en

primer lugar:
x
- 5. (3 —2 0 (0
Ker(f) = (x,y,z)E]R.(_l 0 1 Z =g

—{(x,y,z)ER : —:p+z:0}
De donde se obtiene que Ker(f) = £{(2,3,2)}, por tanto, an(Ker(f)) es:
an(Ker(f)) = {p € R’ : p(2,3,2) =0} = {p € R*: 2p" + 3¢ + 2¢° = 0}

De donde se obtiene que an(Ker(f)) = £{(3,—-2,0),(0,2,—3)}, por tanto, una base
de Im(f*) es precisamente B = {(3,—2,0), (0,2,-3)}.

Ejercicio 1.4.8. Decidir razonadamente si las siguientes afirmaciones son verdade-
ras o falsas:

a) Toda forma lineal o # po sobre un espacio vectorial V' es un epimorfismo.

Sea ¢ una forma lineal, para que sea epimorfismo, Im(yp) = K, como dim(Im(p)) <
1, e Im(p) # {0}, entonces dim(Im(y)) = 1, como ademds Im(y) C K =
Im(y) = K. Por tanto, ¢ es un epimorfismo. y la afirmacién es verdadera.

b) Existe un subespacio de R que estd definido por 7 ecuaciones implicitas in-
dependientes y esta generado por 4 vectores.

Sea U el subespacio de R? definido por 7 ecuaciones implicitas independien-
tes, entonces, dim(an(U)) = 7, pero como tenemos que dim(an(U)) =n —m
donde n = dim(R'?) = 12 y m = 7, entonces, obtenemos dim(an(U)) = 5, lo
cual es una contradiccion por ser 5 # 7, por tanto, la afirmacién es falsa.

c¢) Para cada v € R3 con v # 0, existe un epimorfismo f : an({v}) — R3.

Observamos, en primer lugar que:
dim(an({v})) = dim(an(£{z})), Vo € R* x#0

A partir de aqui, vemos que dim(an(£{z})) = dim(R?) — dim(L{z}) = 3 —
1 = 2 Como Vf : V — V' se verifica dimIm(f) < dimV, tenemos que
dim(Im(f)) < 2, por tanto, no existe ningin epimorfismo f : an({v}) — R3,
es decir, la afirmacién es falsa.

d) Una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales sobre K finitamente gene-
rados es un isomorfismo si y solo si también lo es su aplicacion traspuesta.
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En primer lugar, comprobamos que A regular < A! regular, para ello, sea
A una matriz regular, entonces:

det(A) # 0 = |A*| = |A] # 0 = A’ regular
A partir de esto:

f isomorfismo < M(f; B’ < B) regular < M (f*; B* < B™) regular < f* isomorfismo

o4
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